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(Poincare   Resolution   of   Interplanetary   and 
Astrodynamic   Missions),   designed   to   study 







has   brought   out   the   existence   of   low­energy 
interplanetary  transfers,  exploiting  geometric   invariant 
objects under Hamiltonian phase flow.
In  order   to  design   future  missions  near  and  between 
libration   points,     we   have   developed   the   PRIAM 
toolbox which offers advanced methods providing a full 
analysis of the three­body dynamics. These methods are 
derived   from   the   theory   of   dynamical   systems  using 













of   these manifolds,  such as   the search  of  heteroclinic 
connection and optimal transfer between a planet and its 
libration points. 
Once we have  reached   this  point,   the  user  can  run a 
station keeping procedure  or can carry out a transfer to 
another orbit around the same libration point.





Orbits   in   the   circular   restricted   three   body   problem 
(CR3BP) are view as integral curve of the Hamiltonian 
vector field (expressed in Eq. 2).






level  of energy,   there  is  a  family of orbits  which are 
contained   in   invariant   2D   tori   related   to   Lissajous 
solutions.     The   proof   of   their   existence   can   be 
associated to the KAM theorem [14],[15]. 
The   PRIAM   toolbox   is   able   to   compute   the   entire 
family   of   theses   orbits,   including   periodic   ones   like 
Halo   and   Lyapunov   orbits     (vertical   and   horizontal 
ones). 
These   orbits   have   been   computed   using   numerical 
integration   of   the   3   body   problem,   coupled   with   a 
parallel   shooting   algorithm  which   uses   the   transition 
state matrix to refine nominal orbits . 
In  order   to  provide  accurate   initial  conditions  for   the 






form   of   trigonometric   expansions  which   depends   on 
orbits excursions Ax and Az,   and satisfy the CR3BP's 
equations of motion. 
The   trigonometric   series   are   expanded  up   to   a   fixed 
order N and appears as the product of two oscillatory 




























the   terms  of  each  order,  we are  able   to  compute   the 
desired coefficients. 
In   order   to   reach   suitable   order,   we   have   created 














The   coefficients   of   series   expansions   have   been 
compared with [1] and  [6]. 
2.2. Reduction of the centre manifold
The second  method  is  based  on expanding   the   initial 
Hamiltonian of the system around the collinear libration 




method  of  Lie   transforms   developed   by  Deprit   [12]. 
According to this method we consider a continuous map 
















The  canonical   transformation   has   been  performed  by 
using   Lie   algebraic   operators,   dealing   with 
homogeneous polynomials. 
                             (3)








At   each   time   the   trajectories   crosses   the   Poincare 
section z=0, an initial condition is taken. After a certain 
time of computation, we obtained a 2D representation of 












The energy  parameter  and   the  coordinates   inside   this 
map   can   be   connected   with   excursions   and   phases 
parameters. Therefore we are able to make a correlation 
between   this   method   and   the   Lindstedt­Poincare 
procedure, which have different input parameters. 












• the   gravitational   attraction   of   the  Moon   and 
other   planets   of   the   solar   system   (Jupiter, 
Venus, Saturn...)
• The contribution of   the   radiation  pressure  of 
the  Sun.  The  force  depends  on  the   rs  vector 







variation   of   the   distance   between   the   two 
primaries.
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These  ephemeris  are   interpolated   from a   JPL DE405 
model available on the web site interface HORIZONS.  
The basic ephemeris are expressed in the ecliptic system 






orbits   and   those   with   small   excursions.   The   most 
important effect is clearly due to the real movement of 





Station   keeping   strategies   allows   spacecraft   to   keep 
close to nominal orbits, defined by the mission analysis. 
Due to the initial        injection error or to the use of a 







by  Sim   [10].ό   It   consists   in   eradicating   the   unstable 
component of the error between the nominal orbit and 
the   current   path.   It   is   based   on   the   computation   of 
Floquet vectors and projection factors of the orbit.
Actually   the   unstable   component   increases   in   an 
exponential way by a factor λ1 in one period (λ1 is the 
dominant eigenvalue of the monodromy matrix). 








on  the nominal orbit  and each  of   them are  compared 
with a  predicted state computed from the previous one. 




Correction   manoeuvres   are   calculated   linearly   by 
propagating   the   transition   matrix   state  Φ  along   the 
nominal  orbit.    δri  and  δvi  stand for   the position and 
velocity error at  the time of the manoeuvre and ti+1 is 
the time of the next impulse :
































for   negative   time).  This  manifolds   are   also   invariant 
under the Hamiltonian flow (see [14].
PRIAM toolbox is able to compute stable and unstable 
manifold   associated   to   a   nominal   orbit.   Theses 
manifolds  are  very  useful   since   they  provide  optimal 
path to reach or leave an orbit around a libration point. 
The   eigenvectors   of   the   variational  matrix   after   one 
revolution give the directions of the tangent spaces to 
theses invariant manifolds at a fixed point.
From   a   selected   point   Xo   on   the   orbit,   the     linear 
approximation of the manifold is given by : 
    (6)





















best   connection   orbit   between   the   times   of   the   two 
manoeuvres. This orbit is determined with its Keplerian 







• We   look   for   an   optimal   conic   orbit   whose 
perigee   is   rp   and   which   pass   through   the 
selected point of the manifold. Two parameters 
as Argument of perigee and Right Ascension 
are   previously   sorted   and   then   covered.  We 
obtain   finally   the   remainder   parameters, 
especially the corresponding inclination.
• From   the   initial   parking   orbit     the   first 
manoeuvre is deduced. The second one is also 
evaluated. 




























linear   geometry   of   the  phase   space,   has  been  drown 
from the work of University of Catalunya [4].




these   new   requirements.   It   is   able   to   compute   the 
manoeuvres   to   change   the   in   plane   or   out­plane 
amplitudes  of   a  Lissajous  orbit.   It   also  handles  with 
change of orbit phases. This last case will be very useful 
for the design of eclipse avoidance strategies. 
The   approach   is   to   insert   the   satellite   into   the   stable 
manifold of the final Lissajous orbit starting at a point 
of the initial orbit.  The transfer  is not possible at  any 
time,   especially     in   the   case   of   amplitude   reduction. 
Therefore we have to compute the possible and optimal 
time  of the manoeuvres. 













If   Lissajous   orbits   are   used   for   long   missions,   the 
spacecraft   will   enter   the   exclusions   zone.   The   time 
before the first entrance depends on the initial phases of 
the orbit 













If  we denote by    and  Φ Ψ  the  phases  of   the orbit  at 
epoch  t,  of   the in­plane component  and  the out­plane 




point   in   the   quotient   space  T2=R2/   ( R  π x   Rπ ).   The 





to  p­1(C),  it  means   that   the   spacecraft   is   entering   a 
exclusion zone.
We can prove that if we choose initial phases that are 
tangential   to   one   of   these   curve,   the   time   without 
collisions will be longer. 
For long term missions, the strategy consists in doing a 


















several  orbits  and search  for   the   intersection  of   there 
manifolds in the plane (y,ydot)  then (z,zdot).  When a 
suitable matching has been founded, we propagate the 
manifolds   from   the   intersection   and   obtain   one 
heteroclinic trajectory. 





different  system ­ but  the distance  are so far   that   the 


































10. C.Sim  & G.Gomez & J.Libre & R.Martinezό  
(1987).  Station Keeping of a Quasi­Halo orbits  
using invariants manifold  SISSFD 65­70 ESA 
11. K.C.Howell & H.J.Pernicka  (1993). Station  
keeping Method for Libration  Points Trajectory  ­  
Journal of Guidance, Control and Dynamics
12. A. Deprit  (1969).  Canonical transformation  
depending on a small parameter. Celestial 
Mechanics 72, 173
13. H.Poincaré (1899) . Les methodes nouvelles de  
la mécanique céleste                  Gauthier­Villar 
14. V.I. Arnold Mathematical Methodes of  
Classical Mechanics 2nd ed. Springer
15. V.I. Arnold Mathematical Aspects of Classical  
and Celestial Mechanics Springer 3rd ed.
16. M.Demazure  (1989) . Catastrophes et  
Bifurcations ellipses
17. M. K. Meyer, G. Hall, D. Offin Introduction to  
Hamiltonian Dynamical Systems and the N­Body  
Problem 2nd ed. Springer.
18. Francesco Topputo & Massimiliano Vasile & 
Franco Bernelli­Zazzera  (2005).  Low Energy  
Inerplanetary Transfers Exploiting Invariant  
Manifolds of the Restricted Three­Body Problem.  
AAS  
